Rozwiązania zadań
„Matematyka w zastosowaniach 2010”
F i n a ł

Zadanie 1. ( 3 punkty)



Droga przebyta w czasie t przy swobodnym spadaniu ciał w ziemskim polu grawitacyjnym wynosi (gdzie g oznacza przyspieszenie ziemskie). Jaka jest głębokość studni (do lustra wody), jeżeli po 9 sekundach od wpuszczenia do niej kamienia usłyszeliśmy plusk. Wynik podaj 
z dokładnością do 10 m, przyjmując dla prostoty obliczeń  oraz  prędkość rozchodzenia się dźwięku w powietrzu .

Rozwiązanie:
t1- czas spadania kamienia
t2- czas powrotu fali głosowej










		

 
lub


Odp.: Głębokość studni to około 320 metrów.
Zadanie 2. ( 5 punktów)

Załóżmy, że stopa procentowa w danym okresie bazowym wynosi p i na koniec każdego okresu wpłacamy jednakową kwotę A. Wówczas wartość początkowa tego strumienia płatności wyraża się wzorem .
a) Zapisz FO w najprostszej postaci.
b) Znajdź liczbę rat spłaty kredytu, jeśli oprocentowanie roczne wynosi 12%, bank stosuje kapitalizację miesięczną, a kwotę zaciągniętego kredytu 10.000 zł chcemy spłacić jak najszybciej w równych ratach płatnych na koniec każdego miesiąca w wysokości nie większej niż 500 zł. 
c) Oblicz dokładną wysokość raty. 

Rozwiązanie:



			
a) 

b) 


			


		
c) 

Odp.: Minimalna liczba rat to 23, a dokładna jej wysokość wyniesie 488,76 zł. 
Zadanie 3. ( 5 punktów)


Przyjmijmy układ współrzędnych następująco: oś Ox równolegle do poziomu morza, oś Oy pionowa. Powierzchnia terenu w tym układzie ma równanie . Piłeczka golfowa wyrzucona z punktu O pod kątem 45⁰ do poziomu porusza się w tym układzie po paraboli .
a) Znajdź wielkości a i c, jeśli wiadomo, że piłeczka upadnie na powierzchnię ziemi 
w odległości 50 m od punktu O.
b) [image: ]Jaką maksymalną wysokość h od powierzchni ziemi (w pionie) osiągnie ta piłeczka w czasie lotu?







Rozwiązanie:
a) c = 0






b) 



Zatem dla x = 20 osiągnięta zostanie maksymalna wysokość.



Odp.: , a maksymalna wysokość, jaką osiągnie piłeczka w czasie lotu to 17,5 m.

Zadanie 4. ( 5 punktów)







[image: ]Na jednym brzegu rzeki wbito kołek w punkcie A, a na drugim brzegu 4 kołki w punktach B, C, D, E tak, jak na rysunku, tzn. B i C na brzegu rzeki, a D i E tak, by A, B, D oraz A, C, E  leżały na tych samych prostych. Zmierzono odległości: , , . Oblicz z dokładnością do 1 m odległości i oraz najkrótszą odległość punktu A od przeciwległego brzegu rzeki.






Rozwiązanie:
Oznaczenia: BCD = α, CBE = β, BEC = γ, CDB = δ, |AB|= x, |AC|= y, najkrótsza odległość - h
Z twierdzenia kosinusów: 








Zauważmy, że ABC = α + δ oraz ACB = β + γ. Zatem ABC = 48⁰ oraz ACB = 73⁰, 
a także BAC = 59⁰.

Z twierdzenia sinusów: 

			


Odp.: Odległości |AB| i |AC| wynoszą odpowiednio 223m i 173m, a najkrótsza odległość punktu A od przeciwległego brzegu jest równa 166m.
Zadanie 5. ( 2 punkty)
Ośmioro dzieci biega po placu w kształcie koła. Na sygnał nauczyciela zatrzymują się. Wykaż, 
że przynajmniej dwójka dzieci znajdzie się od siebie w odległości mniejszej niż promień tego koła.

Rozwiązanie:
Co najmniej siedmioro z tych dzieci znajduje się poza środkiem koła. Jeżeli przynajmniej dwoje 
z nich znajdzie się  na tym samym promieniu, to właśnie ich odległość od siebie jest mniejsza niż promień okręgu.
Jeżeli natomiast wszyscy siedmioro znajdą się na różnych promieniach, to istnieją co najmniej dwa sąsiednie promienie, wyznaczające kąt środkowy o mierze mniejszej niż 52⁰. Gdyby wszystkie kąty były większe niż 52⁰, to ich suma przekroczyłaby 360⁰, co prowadzi do sprzeczności.
[image: ]Przyjmując γ < 52⁰ wiadomo, że przynajmniej jeden z kątów
α lub β ma miarę większą niż 52⁰ (gdyby tak nie było suma kątów 
w trójkącie AOB byłaby mniejsza niż 180⁰.
Stąd 
jeżeli α > γ  |AB| < |OB| r  |AB| < r
jeżeli β > γ  |AB| < |OA| r  |AB| < r
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